Понятие предела функции. Непрерывность. 

Окрестностью точки a называется интервал 
Проколотой окрестностью точки a называется такая окрестность точки a, из которой удалена сама точка a (Рис.1.2).

 

[image: image1.png]



 

 

Число b называется пределом функции [image: image2.png]f(x)



в точке a (при [image: image3.png]


), если для любого [image: image4.png]£x0



найдется выколотая окрестность точки a, в которой выполняется неравенство [image: image5.png]|#(x)-2| <e



. В этом случае пишут

[image: image6.png]limf(x)=b




Число b называется пределом функции [image: image7.png]f(x)



при [image: image8.png]


или при [image: image9.png]


, если для любого [image: image10.png]£x0



найдется луч соответственно [image: image11.png](M +0)



или [image: image12.png]


, на котором выполняется неравенство [image: image13.png]|#(x)-2| <e



. В этом случае пишут

[image: image14.png]lim /() =b



или [image: image15.png]lim /() =&



.

Замечание: если [image: image16.png]lim f(x)= lim f()=b



, то в этом случае пишут [image: image17.png]lim f(x)=#



.

Свойства предела функции:

Теорема 1. Функция не может иметь двух различных пределов при [image: image18.png]


([image: image19.png]


, [image: image20.png]


).

Теорема 2. Предел постоянной функции при [image: image21.png]


([image: image22.png]


, [image: image23.png]


) равен самой этой постоянной. 

Теорема 3. Пусть существуют пределы [image: image24.png]limf(x)=b



и [image: image25.png]


. 

Тогда:

а) [image: image26.png]lim (f (1) +g()=lim /() +lim g (x) = b +c



; 

б) [image: image27.png]lim (f (1)g(x)) =lim f(2)lim g(x) = be



; 

в) если [image: image28.png]


, то [image: image29.png]lim





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/213.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image30.png]s _ i@
200 limg(o ¢




.

Из равенства (2) и свойства 2 следует, что, если с – постоянная, то

[image: image31.png]lim (e (%)) =clim 7 ()



. 

Замечание: для случаев [image: image32.png]


, [image: image33.png]


и [image: image34.png]


свойство 3 формулируется аналогично.

Примеры, иллюстрирующие понятие предела функции в точке и на бесконечности приведены на рисунках 2.1 –2.8. 
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Непрерывность функции. 
На рисунках 3.1 – 3.4 изображены графики четырех функций: 

[image: image36.png]


 
Функция, график которой изображен на рис. 3.1, не определена в точке a; функция, график которой изображен на рис. 3.2, определена в точке a, но не имеет предела в этой точке; функция, график которой изображен на рис. 3.3, определена в точке a, имеет в точке a предел, но этот предел не совпадает с ее значением в этой точке. Такие функции называют разрывными в точке a. Функция, график которой изображен на рис. 3.4, определена в точке a, имеет в точке a предел, и этот предел совпадает со значением функции в этой точке. Такие функции называют непрерывными в точке a. 

Функция [image: image37.png]f(x)



называется непрерывной в точке a, если выполняется условие [image: image38.png]lim 7(x) = f(@)



.
Функция называется непрерывной на интервале (a; b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Разность [image: image39.png]x—x =hx



называется приращением аргумента при переходе от [image: image40.png]


к x (иначе: приращением аргумента в точке [image: image41.png]


).

Разность [image: image42.png]Fx+hn) - fx)=4F



называется приращением функции [image: image43.png]f(x)



при переходе от [image: image44.png]


к x.
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Если функция [image: image45.png]f(x)



непрерывна в точке [image: image46.png]


, то [image: image47.png]F (&% +42) = f(x)



при [image: image48.png]=%



. 

Таким образом, если функция [image: image49.png]f(x)



непрерывна в точке [image: image50.png]


, то [image: image51.png]limaf=0



.
1. Докажем, что [image: image52.png]


. 
Решение.
Пусть [image: image53.png]


>0, тогда [image: image54.png]


для всех x из [image: image55.png]


окрестности точки a

[image: image56.png]


, т.к. [image: image57.png]fx)=x=a+(x-a)





 INCLUDEPICTURE "http://festival.1september.ru/articles/512068/Image143.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image58.png]Fx)=b+ax)



б.м.ф.

2. [image: image59.png]lm (2x+3) =5




Решение.
Рассмотрим разность [image: image60.png]Jf(x)-5=2x+3-





[image: image61.png]k-1< e





 INCLUDEPICTURE "http://festival.1september.ru/articles/512068/Image147.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image62.png]k-1<Z;
3





 INCLUDEPICTURE "http://festival.1september.ru/articles/512068/Image148.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image63.png]R<Z+1
3




3. [image: image64.png]



Решение.
[image: image65.png]L
x-3





[image: image66.png]x+3-6= -3}




т.е. [image: image67.png]


если [image: image68.png][x-3|<e



, т.е. для всех x:[image: image69.png]


 или проколотая окрестность точки х=3 (из определения), значит, [image: image70.png][fx) -6 <&



.

4. Доказать, что [image: image71.png]


.
 

Пример 1. Вычислите [image: image72.png]hm‘(ZXB - +3)



.
Решение

	Функция [image: image73.png]Fx=2x"-2 +3



непрерывна в точке [image: image74.png]


, следовательно

	[image: image75.png]lim f(x)=f(-1



, откуда [image: image76.png]hm‘(ZXB -+ =20 - (- +3=2




 

	Ответ: 2 


Пример 2. Вычислите [image: image77.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1431.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image78.png]P2

T




. 

Указание

См. решение примера 1.
Ответ: 1,4.
Пример 3. Вычислите [image: image79.png]lim
i





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1433.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image80.png]


.
Решение

	Функция [image: image81.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1433.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image82.png]


разрывна в точке [image: image83.png]


. 

	Заменим ее функцией g(x), непрерывной в точке [image: image84.png]


и совпадающей с функцией [image: image85.png]f(x)



в некоторой проколотой окрестности точки [image: image86.png]


. Тогда [image: image87.png]lim f(x)=lim g(x)



(см. Рис.2.3).Имеем:

	[image: image88.png]lim
i





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1433.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image89.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1437.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image90.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1438.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image91.png]G-nO+3x+2")
63





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1437.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image92.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1439.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image93.png]©+3rerty
7






 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1432.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image94.png]lim
i





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1440.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image95.png](2 +3x+9)




[image: image96.png]


.
Ответ: [image: image97.png]-13,5



.


Пример 4. Вычислите [image: image98.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1443.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image99.png]


. 

Решение

	[image: image100.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1444.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image101.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1430.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image102.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1445.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image103.png]22 +2) _
Ha-D(rti+d)





 

	[image: image104.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1446.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image105.png]a2
IG-D(rt242)





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1430.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image106.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1447.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image107.png]) S
P o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1449.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image108.png]



 

	Ответ: [image: image109.png]


.
 


Пример 5. Вычислите [image: image110.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1450.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image111.png]


.
Решение

	Пусть [image: image112.png]


, тогда [image: image113.png]Is

+1



, откуда [image: image114.png]


.

	Так как функция [image: image115.png]


в точке [image: image116.png]


непрерывна, то [image: image117.png]


при [image: image118.png]


.
Окончательно имеем: 

	[image: image119.png]lim
o





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1457.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image120.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1458.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image121.png]lim
ey





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1459.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image122.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1458.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image123.png]lim
ey





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1460.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image124.png]=1
(-DE+DE +1)





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1458.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image125.png]lim
ey





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1461.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image126.png]1 -1
EHF+) 4





	Ответ: [image: image127.png]


.


Пример 6. Вычислите [image: image128.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1464.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image129.png]


. 

Решение

	[image: image130.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1465.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image131.png]sind,
coslx






 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1463.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image132.png]




 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1466.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image133.png]Zsnrcosly
cos2x





 INCLUDEPICTURE "http://unichance.ru/img/lib/1467.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image134.png]2lim(sin x)





[image: image135.png]



 

	Ответ: [image: image136.png]


.


